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Resumen

Se plantea un métrica para determinar la representacidon de un sistema linealizado con respecto al sistema no lineal.
Esta métrica esta basada en la expansion en series de Taylor de un sistema no lineal y fue aplicada para tres reactores
(bio)quimicos entre ellos el biorreactor de Cholette con multiplicidad de entradas, salidas y de estados estacionarios;
un biorreactor con reaccién enzimdtica y un reactor quimico, aunque puede aplicarse para cualquier sistema no
lineal. Se considera que el cociente de las matrices de primeras y segundas derivadas debe ser menor a la matriz de
desviacién de los valores nominales. Con este andlisis, es posible determinar la influencia de cada pardmetro en el
sistema no lineal de estudio y su aplicacidn se encuentra en simulacién y control.
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Abstract

A new criterion of measurement was proposed to determine the representation of a linearized system with respect to
nonlinear system. This criterion is based on the Taylor series expansion of nonlinear system and was applied to three
(bio)chemical reactors including the Cholette’s bioreactor with multiple inputs, outputs and steady states; a reactor
with enzymatic reaction and a chemical reactor. Current approach considers that matrix elements resulting from
left division of matrices containing second-order and first-order partial derivatives should be smaller than deviations
from the nominal values. With this analysis, is possible to determine the influence of each bifurcation parameter on
the nonlinear system for simulation and control applications.
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Por otro lado, un sistema linealizado en un estado
estacionario (s) puede ser representado por (Garcia-
Alvarado y Ruiz-Lépez (2010) y Carrillo-Ahumada y

1 Introduccion

Un sistema no lineal puede ser descrito de la siguiente

forma (Khalil (1996)), col. (2011)),
dx
= d
5 - Jxww ) d—’t‘ = Ax + B;w + Bou )
y = g(x,w,u) 2 y = C1x + Dyyw + Dau (6)
donde:

conx € R*!, w e R™! y € R*!, u € R™! y las

matrices resultantes,
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. . . . durs Ao, Ot
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que es miiltiplo o submuiltiplo de la frecuencia Dy, =| M O Ot
de entrada. : P
. . Ogr D& .. g
e Ciclos limite. Aparecen cuando la respuesta L duis dus utcs

de un sistema tiene una oscilacion con una

amplitud y frecuencia determinada. Si las matrices A, By, By, Ci, Duy Diz son

constantes, el proceso es lineal ademds obedece al
principio de superposicion.
Un sistema linealizado puede representar a un

e Caos. Existe cuando una respuesta del
sistema posee gran libertad, sin ningin

632

patrén ni restriccién a pesar de la naturaleza
deterministica del sistema.

sistema no lineal en las cercanfas de un estado
estacionario. Fuera de la region del estado estacionario
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no hay garantia que el sistema linealizado represente
al sistema no lineal. Ademas, el sistema linealizado
estd afectado por los pdrametros que lo describen
(parametros considerados de bifurcacién), ya que si
estos rebasan cierto valor limite, no representara al
sistema no lineal (Khalil (1996), Richter y Stein
(2002)).

La linealizacién de un sistema no lineal en
expansion en series de Taylor ha sido utilizada
cominmente como parte de la metodologia para el
andlisis de estabilidad de sistemas no lineales y
para la sintonizaciéon de controladores lineales en
un determinado estado estacionario. Se obtienen
de esta forma sistemas que son ~aproximados”
pero representativos del sistema no lineal. En
algunos casos, la metodologia de sintonizacién de
controladores lineales involucra linealizar al sistema
no lineal en un estado estacionario, plantear la
bisqueda de las ganancias del controlador como un
problema de optimizacién y finalmente evaluar dicho
control en el sistema no lineal (Garcia-Alvarado y col.
(2005), Ruiz-Lépez y col. (2006), Garcia-Alvarado y
Ruiz-Lépez (2010) y Carrillo-Ahumada y col. (2011)),
el control obtenido es aplicable en las cercanias del
estado estacionario. Por lo tanto, el éxito que pueda
tener un control lineal utilizando esta metodologia de
sintonizacién depende en gran medida de la influencia
de los parametros de bifurcacién en la linealizacion.

En la industria (bio)quimica, las principales
herramientas  donde se  realizan  procesos
biotecnolégicos son los biorreactores, ya que pueden
realizar un proceso quimico que involucra organismos
o sustancias bioquimicamente activas derivadas de
dichos organismos. Sus aplicaciones han sido en
el tratamiento de agua residual, desarrollo de bio-
productos, industria farmacéutica, entre otras. La
dindmica de los biorreactores puede presentar alguno
de los comportamientos de los sistemas no lineales
arriba mencionadas.

Algunos reactores que han llamado la atencién por
su dindmica no lineal son el biorreactor de Cholette,
el biorreactor con reaccién enzimdtica descrito por
Garcia-Alvarado y col. (2005) y el reactor quimico
descrito por Chen y col. (2002). El biorreactor
de Cholette, es un sistema una-entrada una-salida
(SISO por sus siglas en inglés), presenta multiplicidad
de estados estacionarios algunos de ellos inestables,
comportamiento cadtico y puede ser representado
como un sistema de Liénard. Ha sido estudiado
por Jhunjhunwala y Chidambaram (2001), Sree y
Chidambaram (2002 y 2003a,b), Ibarra-Junquera y
Rosu (2007), Sivaramakrishnan y col. (2008),
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Normey-Rico y Camacho (2009), Marquez-Rubio y
col. (2010), Carrillo-Ahumada y col. (2011) y
Rajinikanth y Latha (2012). El biorreactor con
reaccién enzimdtica descrito por Garcia-Alvarado y
col. (2005) es un sistema mdltiple-entrada muiltiple-
salida (MIMO por sus siglas en inglés) con estados
estacionarios estables, el cual ha sido estudiado por
Carrillo-Ahumada y col. (2011). El reactor quimico
descrito por Chen y col. (2002) es un sistema
MIMO, el cual presenta multiplicidad de estados
estacionarios estables, ha sido estudiado por Ruiz-
Lépez y col. (2006), Garcia-Alvarado y Ruiz-Lépez
(2010), Carrillo-Ahumada y col. (2011) y Du y col.
(2013). Por lo tanto, la simulacién, andlisis y control
de estos sistemas es muy importante (Nufiez y col.
(2013), Herrera-Lépez y col. (2012), Conde-Mejia y
col. (2012)).

El andlisis de estabilidad, multiplicidad de
estados estacionarios e influencia de pardmetros de
bifurcacién sobre las condiciones de operacién y
de estado estacionario de los biorreactores es un
tépico importante. Ejemplos de estudios sobre la
multiplicidad en biorreactores son los reportados por
Volcke y col. (2010), Dieulot (2012), Schaum y col.
(2013) y Wang y col. (2013). Sobre el estudio del caos
en biorreactores se pueden citar Patnaik (2005), Gao y
col. (2006) y Stavrinides y col. (2013). Vanavil y col.
(2014) realizan el andlisis de bifurcacién y de estado
estacionario de dos biorreactores continuos operados
en serie con reciclo, utilizando el software MATCONT
propuesto por Dhooge y col. (2003), enfocandose
principalmente en el sustrato y la concentracién de
biomasa, considerando a la velocidad de dilucion
como parametro de bifurcacion. Wang y col. (2013)
realizan un indice cuantitativo de los pardmetros
de bifurcacién para realizar una optimizacién sobre
que valores numéricos de éstos no afectan a las
condiciones de operacion, utilizan como sistemas de
estudio a la fermentacidén anaerdbica, polimerizacion
metil metacrilato y a una fermentacién con Z
mobilis. Namjoshi y col. (2003) realizan un andlisis
de bifurcacién de sistemas enzimdticos utilizando
el software AUTO propuesto por Doedel y col.
(1986). Dutta y col. (2001) realizan un andlisis de
sensibilidad del pH sobre la concentracién de sustrato
en un biorreactor mediante ecuaciones diferenciales
parciales y una funcién objetivo.

Por lo tanto, se propone un procedimiento para
establecer una métrica donde el sistema linealizado
represente al no lineal utilizando los pardmetros
de bifurcacién. Esta métrica esta basada en la
expansion en series de Taylor de un sistema no lineal
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donde el cociente de las matrices de primeras y
segundas derivadas debe ser menor a la matriz de
desviacion de los valores nominales. Con lo que se
puede tener una perspectiva de que pardmetro afecta
considerablemente a la linealizacién en un estado
estacionario. Una aplicacién de la métrica descrita
es la posibilidad de construir algoritmos de control no
lineales que aumenten la regién de no-bifurcacion.

El presente articulo estd dividido de la siguiente
forma: en la Seccién 2, se presenta la teoria
utilizada para el planteamiento de la métrica de la
representacion de un sistema linealizado con respecto
al no lineal. La Secciéon 3, describe un ejemplo
del uso de ecuaciones de sensibilidad paramétrica
como criterio comparativo. En la Seccién 4, se
presentan a los reactores (bio)quimicos de estudio:
el de Cholette, el de Garcia-Alvarado y col. (2005)
y el descrito por Chen y col. (2002). La Seccién
5, muestra un comparativo entre las ecuaciones de
sensiblidad paramétrica con la métrica propuesta para
el biorreactor de Cholette. Ademas, de la métrica
propuesta aplicada para los reactores descritos por
Garcia-Alvarado y col. (2005) y Chen y col. (2002)
respectivamente. Finalmente, en la Seccién 6, se
describe la conclusién de este trabajo.

2 Teoria
Reescribiendo las ecs. (1) y (2) se tiene,

dx f(x, w,u)

| = -
I ol B RO
donde p € R"™! es el vector de todas las variables
involucradas (np = n + m + ¢). Por lo tanto se tienen
Us € R ! variables de bifurcacién definidas por,

Ms = W (10)

El sistema no lineal (ec. (9)) se puede linealizar en
las cercanias de los pardmetros de bifurcacién con una
expansion en serie de Taylor,

filw) = ﬁ(ux)+s,"(/1—ﬂs)+(,u—ux)'%w—ﬂs)+--~ D

Vi = 1,2, ...,ne, donde fi(u)ef(u) € R"*! para ne =
n + r, y las matrices de primeras y segundas derivadas
se definen como,
Ofius)
9
o)
a
si=| (12)
634 o)
Optnp

Phw)  Phw) o Ph)
07#13#1 OOt Opt1 0ty
Pfiw)  fiw) & filus)
o0, o0, Oz 0
Qi — IJz. Hi Hz. H2 /12./1 P (13)
Py Pfiw) . & filus)
OptnpOp1  OptnpOpa OttnpOttnp

si se define |A| como una matriz cuyos elementos
son el valor absoluto de la matriz A entonces los
pardmetros de bifurcacién deben cumplir con,

= pl< 2 1Q7 'S (14)

Yi=1,2,-- , ne.

3 Criterio comparativo: ecuaciones
de sensibilidad paramétrica

En la presente secciéon se muestra un ejemplo del
disefio de ecuaciones de sensibilidad paramétrica
(Khalil (1996) y Varma y col. (2005)) estas ecuaciones
pueden servir de comparativo con la métrica de
representacion propuesta. La metodologia consiste en
considerar un modelo matematico no lineal, evaluar
derivadas parciales y obtener el sistema de ecuaciones
de sensiblidad.

1. Considerar un modelo matematico de la forma,

dx
— =f(x,1, 15
- =fnp) (15)
donde x representa al estado, ¢ al tiempo y p a
los parametros del sistema.

2. Evaluar las derivadas parciales definidas por
of(x,1,p) of(x,t,p)
ox ap
3. Obtener el sistema de ecuaciones de
sensibilidad,

das of(x,t,p) of(x,1,p)
= 16
dt ( ox )S+( ap 1o
S Sy
dondeS=| : . ySij=%-
S Sy
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Fig. 1: Dindmica no lineal de las concentraciones del reactor batch isotérmico.

Con respecto a la obtencién de las ecuaciones de
sensiblidad, Romero y Navarro (2009) y Liu (2013)
determinaron de manera cualitativa la influencia de
los pardmetros de bifurcacién en los estados de un
biorreactor con crecimiento microbiano modelado
por la ley de Haldane y de una fermentacion
respectivamente.

A continuacién se presentard un ejemplo del uso
de las ecuaciones de sensibilidad. Un reactor batch
isotérmico lleva a cabo las reacciones 2A k—l> 2B ﬁ) C,
el cual es modelado por las ecuaciones,

dCA 2
— = -k C 17
dt 144 ( )
dcC
=L - 2 - k(3 (18)
dt
dC¢ 5
— =kC 19
dt 2L B ( )

conk; =1,k =2, Ca(0) = 1 mol/l, Cg(0) = 0 mol/l
y Cc(0) = 0 mol/l. Determinar la manera como los
coeficientes cinéticos k; y k afectan a las conversiones
de Cy4, Cp y C¢ durante los primeros 20 minutos de
operacion del reactor. Por lo tanto se tiene,

—2kC4 0 0
wz 2%iCs ~2kaCp O |3
X 0 2k,Cp O

—-C? 0
of(x,t,p) A
p 0 (2
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. . _ (ac _ (ac _ (ac
definiendo: S|, = (a—k;‘), S = (B_k;)’ Sy = (WB)’

_ (9Cs _ (0Cc _ (dCc
Sa = (Get). Sar = (Gr) ¥ S22 = (5

La matriz de sensiblidad paramétrica S, es por lo
tanto,

% f% —2k,Cy 0 O]l Suu Sz
% % =| 2kiCas —2k:Cg O || S21 S,
dd_?l % 0 2k,Cp O || S31 Sx
-2 0
+ C/% —Clzg (21)
0o C3
El conjunto de ecuaciones resultante es,
dCA 2
A g C 22
— 2 (22)
dCpg
7 = klci_kZClzf
dCc 2
— = kC
dt 2B
511 2
o 1C45 11 A
S
= = 2kCsS
o 1€a5 12
S
% = 2kiCsS 11 — 2kaCpSa1 + C4
S
—7 = 2CaSi-2%kChSn +Ch
S31
= = 2k (C3S
o 2CBS 21
52 L CySmt Ol
dt
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Fig. 2: Influencia del pardmetro k; (a) y k; (b) en las concentraciones del reactor batch isotérmico.

con las condiciones iniciales de las ecuaciones de
sensibilidad: §;;(0) = O donde i = 1,2,3y j = 1,2
En la Figura 1, se muestra la dindmica no lineal de
las concentraciones C4, Cp y C¢ del reactor batch
isotérmico donde cada concentracién llega a un estado
estacionario.

Las figuras 2(a) y 2(b) muestran la influencia
del parametro k; y k, respectivamente en las
concentraciones del reactor. Como se puede observar
el reactor es mas sensible ante el parametro k; a
diferencia del pardmetro k. Especificamente, la
influencia del pardmetro k; en las concentraciones en
orden decreciente es Cc > C4 > Cp. Con respecto
al pardmetro k;, la concentracion Cy4 es el estado con
menos afectacion.

Con el desarrollo de ecuaciones de sensiblidad
paramétrica, se incrementa el niimero de ecuaciones
diferenciales con respecto a los estados y a los
pardmetros que se requieren evaluar. En el ejemplo del
reactor batch isotérmico descrito por ecs. (17)-(19), el
sistema resultante da como consecuencia 9 ecuaciones
diferenciales, las cuales estan acopladas (ecs. 22).
Cabe mencionar que las ecuaciones de sensibilidad
paramétrica evaldan la influencia de pardmetros con la
dindmica no lineal, aunque debido a la forma no lineal
de las ecuaciones resulta mas complejo el desarrollo
que con un sistema linealizado. Como una alternativa
se pueden utilizar métodos que puedan derivar a las
ecuaciones no lineales en un estado estacionario por
ejemplo con el método numérico de diferencias finitas.

4 Sistemas de estudio

4.1 Biorreactor de Cholette

El biorreactor de Cholette es un tanque agitado
con mezclado no ideal, isotérmico, donde se lleva
a cabo una reaccién enzimitica de la forma:
(1&#' Esta forma de la rapidez de reaccién
es similar a una funcién de Michaelis-Menten
para bajas concentraciones de sustrato pero a altas
concentraciones se incluye en el modelo un pardmetro
de inhibicién (Lo y Cholette (1983) y Liou y Chien
(1983)). El biorreactor es modelado de la siguiente
manera,

dc gqn kic

o L) — 23

- vm 0T T kor 23)
ce =nc+ (1 —n)y 24)

Las consideraciones que se mantienen en este
biorreactor son:

e Todos los pardmetros y
fisicoquimicas son constantes.

propiedades

e Lareaccién enzimdtica ocurre en el reactor tipo
tanque agitado continuo con mezclado no ideal
operado bajo condiciones isotérmicas.

Este sistema presenta multiplicidad en las
concentracion de alimentacién, sustrato y de salida
como se muestra en la Tabla 1.
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La reaccion es exotérmica con una cantidad de
AH, de energia libre. La rapidez de reaccién se asume

Tabla 1. Estados estacionarios del biorreactor de
Cholette.

— m
Concentracion de como,

salida (c.y)

Concentracion de
sustrato (cy)

Concentracion de
alimentacion (cyy)

(kg mol m~3) (kg mol m~3) (kg mol m™3) _ koeTFIRDCLCy _ YpjakoeTFRDCLC,
3.288 1767;1.303;0.014 2.147,1.80;0.832 '~~~ r +cC, P== %+ Cy
6.484 6.0;0.238;0.045  6.122; 1.80; 1.655 . . . .
7026 €534 01840057 €694 1.894- 180 se considera que este biorreactor tipo tanque agitado

es de mezcla perfecta y cubierto con una chaqueta

En Chidambaram y Reddy (1996) se presentan
polindmios para obtener los estados estacionarios de
la concentracion de alimentacidn, sustrato y de salida.
Los valores nominales cominmente utilizados son:
gs =3333x10°m’ s, V=1x10"m’ k = 10
s7!, ky = 10 m?® kg mol~!, n = m = 0.75. La definicién
de parametros puede consultarse en el Apéndice A.

Este sistema, es descrito generalmente por una
ecuacion diferencial (ec. 23) y una algebraica
(ec. 24) (Chidambaram y Reddy (1996), Sree y
Chidambaram (2002 y 2003a,b), Carrillo-Ahumada y
col. (2011) y Rajinikanth y Latha (2012)). Aunque en
algunos casos Unicamente se utiliza la concentracion
de sustrato (Jhunjhunwala y Chidambaram (2001),
Sree y Chidambaram (2002), Sivaramakrishnan y col.
(2008), Normey-Rico y Camacho (2009) y Marquez-
Rubio y col. (2010)).

4.2 Biorreactor con reaccion enzimdtica

En este biorreactor tipo tanque agitado, el reactivo A
es transformado en un producto P en una reaccién
catalizada por una enzima E. Este sistema ha sido
descrito y estudiado por Garcia-Alvarado y col. (2005)
y Carrillo-Ahumada y col. (2011). Las ecuaciones que
describen a este sistema son,

dc
V,TAI = Q01Ca0 — OCya1 + V,14 (25)
dc
V,TEI = 002Cro — QCp; (26)
dc
V,— = —QCpi = V,rp ()
dt
dTy
pCerT = pCp(Qo1Tor — OT11)

- hA(Ty —T12) — AH,V,rs (28)

dT
pC,,VCT12 = pCpQu3(Tos — T1a) + hA(Ty, = Thy)
(29)
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de enfriamiento en la cual el agua de enfriamiento
se considera que es mezclada también. Los valores
nominales en estado estacionario son designados por:
Caos = 15kg Am™3, Cy15 = 1.42kg Am~3, Cro, = 50
kg Em™, Cgy; = 0.5 kg Em™3, Cpy;, = 10.86 kg
Pm™>, C, = 4185k go! °C", A = 13.55 m?,
E = 27245 J g mol™', h = 7200 k] m~2 h™! °C~!,
ko = 1.66 x 10° kg E> kg Am™> h!, k, = 7
kg Am™>, Q0 = Qo + Qp. Qu = 0.7 m* h™',
Qs = 0.007 m? h_l, Qozs = 0.2 m? h_l, R =28314]
g mol‘lK‘l, Tor =20°C, Top = 10 °C, Ty, = 43.15
°C, Tias = 4287 °C, V., = 071 m3, V, = 442
m?, AH, = 10000 kJ kg A~', p = 1000 kg m=>.
La definicién de pardmetros puede consultarse en el
Apéndice A. Los valores de los estados estacionarios
son descritos por Garcia-Alvarado y col. (2005) los
cuales fueron validados por simulacién numérica.

4.3  Reactor quimico

Este reactor tipo tanque agitado no lineal presenta
una reaccion exotérmica de primer orden. Este
sistema ha sido descrito y estudido por Chen y
col. (2002), Garcia-Alvarado y Ruiz-Lépez (2010),
Carrillo-Ahumada y col. (2011) y Du y col. (2013).

dc
VE = q(Cy — C) — Vkge"E/RDC (30)
dT

C,V—
e

pCpq(Ty = T) + (~AH)Vkoe E/RDC
+ pcCpeqe(l — e MPeCocde) (T, — T) (31)

Los valores nominales en estado estacionario son
designados por: C; = 0.1 mol I, T, = 458.54 K,
gs = 100 1 min~!, g,; = 103.41 1 min~!, Cyy = 1
mol 1!, Ty, = 350 K, Tory = 350 K, V = 100 1,
h =17x10° cal min"'K™!, ko = 7.2 x 10" I min!,
E/R =10*K, AH = -2x 10° calmol™", p = p. = 10°
g1, C, = Cp = 1cal g''K™!. La definicién de
parametros puede consultarse en el Apéndice A. Los
valores de los estados estacionarios son reportados
por Chen y col. (2002) los cuales fueron validados
mediante simulacién numérica.
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5 Resultados
5.1 Estudio comparativo con el
biorreactor de Cholette

Métrica de la representacion linealizada del sistema
no lineal

Para este sistema se designan los vectores de estado del
sistema, sefiales exdgenas y sefiales de control como:

s=le we=l g fou=] e ]

con las ecs. (23) y (24) se obtiene un vector f y las
matrices S y Q. Donde,

_| #er-o- mir
f_[ Vnc+(1—n()lc;) ] (32)
S=] i S:w) | (33)
Q=[ QW QW | (34)

Tabla 2. Métrica de la representacion linealizada del biorreactor de Cholette en diferentes estados estacionarios.

Estado estacionario Si S Q 2|Q; ! Si1(w|
¢, = 0.2383 0.323 0.75 -0.294  —500 0 1211 ] cs |
1) g,=3333%x107 6245 0 -500 -0.025 500 6.666 x 107 s
cfs = 6.484 0.0333 0.25 0 500 3.30x 1071 11.279 Crs
c;=6.0 -0.0307 [ 0.75 ] -4.1769x 107 =500 0 62172 ¢ |
2) ¢, =3.333%x107° 484.00 0 -500 -0.0016 500 6.666 x 1073 gs
cfy = 6.484 0.0333 | 0.25 0 500 0 52492 | | ¢ |
s = 0.045 -1.8358 0.75 350102 =500 0O 0.0515 ] e |
3) gy =3.333%x107° 6.4390 x 10° 0 -500  —0.0250 500 6.666 x 107 qs
cfs = 6.484 0.0333 0.25 0 500 0 12.8265 Cfs
c; = 1.767 -0.0077 [ 0.75 ] -0.0129 -500 0 1.9897 ] e |
4) g,=3.333%x107 1.5210 x 10° 0 -500  -0.0062 500 6.666 x 107 gs
cfs = 3.288 0.0333 | 0.25 0 500 0 1.0523 | | ¢ |
¢ = 1303 0.0102 0.75 -0.0284 -500 0 15328 ] e |
5) gy =3.333x107° 1.9850 x 10° 0 -500 0 500 6.666 x 107 gs
crs = 3.288 0.0333 0.25 0 500 0 2.4372 Cfs
c; =0.014 -5.8365 [ 0.75 110.06 =500 0 0.0527 ] e |
6) g, =3.333x107° 3.2740 x 10° 0 -500 -0.0062 500 6.666 x 107 gs
cfs =3.288 0.0333 | 0.25 0 500 0 6.4953 | | ¢y |
¢, = 6.584 -0.0312 0.75 -3.1892x 10 -500 0 6.8019 cs |
7 gy =3333%x107° 442.00 0 —-500 -0.0016 500 6.666 x 1073 qs
cfs = 7.026 0.0333 0.25 0 500 0 59179 | | ¢y
c; =0.184 0.3334 [ 0.75 02425 -500 0 15124 ] e |
8) ¢, =3333x107° 6.8420 x 10° 0 -500 -0.0125 500 6.666 x 107 gs
cfy = 7.026 0.0333 | 0.25 | 0 500 0 151964 | | ¢ |
¢s = 0.057 -1.1431 0.75 234927 =500 0 0.0472 e |
9) ¢, =3.333%x107° 6.9690 x 10° 0 -500  —0.0250 500 6.666 x 1073 qs
crs = 7.026 0.0333 0.25 0 500 0 13.8908 | | ¢y
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Fig. 3: Dindmica no lineal ante diferentes condiciones iniciales en la concentracién de sustrato con g, = 3.333x 107>
y crs = 6.484.
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Fig. 4: Dindmica no lineal ante diferentes condiciones iniciales en la concentracién de sustrato con g, = 3.333x 1073
y crs = 3.288.

Considerando que el criterio de la representacién
linealizada de un sistema no lineal en un estado

estacionario, se encuentra descrito por la condicién
planteada en la ec. (14).

(2|Q1_1S1(/J)|) para todos los estados estacionarios del
biorreactor de Cholette como se muestra en la Tabla 2.

Se realiza la métrica Este Dbiorreactor tiene estados

estacionarios
estables e inestables.

Los estados estacionarios

WWW.rmiq.org
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Fig. 5: Dindmica no lineal ante diferentes condiciones iniciales en la concentracién de sustrato con g, = 3.333x 107>
YCrs = 7.026.
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Fig. 6: Concentracién de sustrato del biorreactor de Cholete. Estado estacionario que no cumple con la condicién

(ec. 14) para ¢, (-). Estados estacionarios que no cumplen con la condicién (ec. 14) para ¢y, (--). Estados
estacionarios que cumplen con la condicién (ec. 14) para cs (- -).

estables son: 2, 3,4, 6, 7y 9 debido a S;(cy) < 0. Los Figs. 3-5.

estados estacionarios inestables son: 1, 5 y 8 debido a El sistema estd conformado por una ecuacién
S1(cs) > 0 (Apéndice B). La concentracion de sustrato lineal (ec. 24) por lo tanto para todos los estados se
en diferentes puntos de operacidn es observada en las tiene Qa(u) = 0.

640

WWW.rmiq.org



Carrillo-Ahumada et al./ Revista Mexicana de Ingenieria Quimica Vol. 13, No. 2 (2014) 631-647

(a)

1.44x107

1.192x10*

Respuesta
=

i 3547

0 10 20 30 40 50
Tiempo (s)

0.01836

0 10 20 30 40 50
Tiempo (s)

Fig. 7: Ecuaciones de sensiblidad del pardmetro ¢ (a) y del pardmetro ¢y (b) ante condiciones de operacién g =

3333 % 105 y ¢; = 6.484.
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Fig. 8: Ecuaciones de sensiblidad del pardmetro g (a) y del pardmetro c; (b) ante condiciones de operacién g =

3333 x 105y ¢ = 3.288.

Por lo que el andlisis de la métrica de la
representacion linealizada en un estado estacionario
fue aplicado solamente a la ec. (23). Con respecto
al estado del sistema c;, la condicion (ec. 14) no se
cumpli6 en el estado estacionario 9 (2|Q1*181(cs)| <
0.057). Con respecto a la entrada exégena g, presenta
el valor de 2|Q1_1S1(qx)| ~ g, por lo que se observa
que este pardmetro es mas sensible ante cambios
independientemente del estado estacionario que se
este evaluando. Con respecto a la sefial de control
¢ys, la condicién (ec. 14) no se cumplié en los

WWW.rmiq.org

estados estacionarios: 2 (2|Q1_1S1(cfs)| < 6.484), 4
(21Q1"S1(cpo)l < 3.288), 5 (21Qi'Si(epy)l < 3.288)
y 7 (2|Q1_181(cf5)| < 7.026). Por otro lado, si se
cumpli6 para los demads estados estacionarios. En la
Fig. 6 se observa la concentracién de sustrato de los
estados estacionarios del biorreactor de Cholette.

La dindmica de la concentracién de sustrato
presenta multiplicidad de estados estacionarios
algunos de ellos estables e inestables, ademds que
este biorreactor presenta un comportamiento cadtico
(Ibarra-Junquera y Rosu, 2007). Esto debido a la
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Fig. 9: Ecuaciones de sensiblidad del pardmetro ¢ (a) y del pardmetro ¢y (b) ante condiciones de operacién g =

3333 % 1075 y ¢f = 7.026.

forma de la reaccién enzimatica que se describe en el
modelo matematico.

Ecuaciones de sensibilidad paramétrica del
biorreactor de Cholette

Debido a que la dindmica no lineal esta dada por
la concentracién de sustrato, se pueden disefiar las
ecuaciones de sensibilidad ante los pardmetros g y cy.
Por lo tanto se tiene,

of(x,t,p) _ _ﬂ_(l + kpe)?ky - 2(1 + koo)kakic
ox  Vm (1 + kpe)* ’
of(x,t,p) _

noo_ N 4n
[0 B oo

definiendo: §; = (g—;) S = (%) Por lo tanto el

conjunto de ecuaciones resultante es,

dc qn kic
— = —(cFr—-0)— ——= 36
di V' O Tt ko)? (36)
ds _ _ qn _ (1+ k26)2k1 -2(1+ kzc)kzklc s
a \ Vm (1 + ko) H
+ %(cf -0)
ds _ _ qn _ (1+ k26)2k1 -2(1+ kzc)kzklc s
a \vm (1 + ko)t 12
L,
Vm

donde §1;(0) = O con j = 1,2. En las Figs.
7-9 se muestra la simulacién de las ecuaciones de
sensibilidad de pardmetros utilizando los puntos de
operacion mostrados en la Tabla 2.

Como puede observarse, la influencia del
pardmetro g, es mayor que el pardmetro cy, en todos
los estados estacionarios del biorreactor de Cholette.
Como es mostrado por medio del criterio propuesto
(ec. 14) en la Tabla 2. El inconveniente que tiene
las ecuaciones de sensiblidad de pardmetros es que
no puede observarse la influencia del pardmetro ¢
en su mismo estado, ya que este método observa el
comportamiento dindmico del sistema a comparacién
del criterio propuesto que observa la influencia de cada
pardmetro en estado estacionario.

5.2 Métrica de la
linealizada  del
reaccion enzimdtica

representacion
biorreactor  con

Para este sistema se designan los vectores de estado del
sistema, sefiales exdgeneas y sefales de control como:

Cais
C
_ CEIS . | Caos |. | Qo2
Xy = Pls |5 Ws = s Uy =
5 s
T To Qo3
11s
To

Considerando las ecs. (25)-(29) se obtiene el
vector f para las matrices S y Q. Donde:

WWW.rmiq.org
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Tabla 3. Métrica de la representacion linealizada del biorreactor con reaccidén enzimatica en un estado estacionario.

Funcién  Estado estacionario S; Q: 2|Q,"S,-|
Cps = 142 —1.457 0.154 -2.595 —2.125x 1072 0 8.694 x 1072 Cats 1
i Cp1s = 0.5 -8.868 -2.595 -8.863 ~1.453x 107" 0 1.576 x 107! Cr1s
'= Ty, = 43.15 -0.072 2.125x 1072 -1453x 107" -9.6x107* 0 4.985 x 10! Tiis
Cros = 50 0.1583 0 0 0 3.080 x 10714 5.141 x 10" Caos
) Criy=0.5 -0.159 -353x107* -587x 107" 4.484 x 10'? Ceis |
= Qoo = 0.007 11312 587x 1073 —128x 1077 1.089 x 10° Oy
Caps = 1.42 1.037 -0.123 2076 225x107" 0.017 9.394 % 107! Cais T
N Cp1s = 0.5 7.094 2.076 7.090 0 0.116 7.805 % 107! Cr1s
'= Cpis = 10.86 -0.159 225%x107% 0 294x107* 74x107" 5.386 x 10'? Cpis
Ty, = 43.15 0.058 0.017 0.116 74x107%%  7.68x10™ 3.019 x 10! Ty
Cprs =142 3.099 -0.367 6.201 0.057 228 x 10713 0 1.104 x 10? Cais T
Cris =05 21.19 6.201 21.179 0.347 0 -1.39x 10712 4.689 x 10! Ceig
i=4 Ty = 43.15 —5.260 0.057 0.347 0.002 0 -1.39x 10712 4.875 x 10° Ty
Ty, = 42.87 5.274 228x 10713 0 2.18x 1073 2.11x 10713 0 2.499 x 103 Ty
Tors = 20 0.158 0 -1.39x 10712 0 0 —3.47x 1071 4.564 x 10'? Tois
Ty, = 43.15 32.834 —1L12x 107 —1.13x 107* —4.02x 1072 2.931 x 10 Ty |
i=5 Thas = 42.87 -33.115 ~1.13x 107 —1.13x 107" -0.704 1.68 x 10* Tiog
Qo3s = 0.2 —46.296 —4.02x 10712 —0.704 0 9.406 x 10" Qo3s
(ec.14) en las funciones fj 4,5 respectivamente. Con
(1/V)[Q01Cao — QCa1 — Vyral respecto a la estabilidad de f (ec. 37) para el sistema,
r r :
se observa que es estable debido a S;(C4ys) < O,
S2(CErs) <0, S3(Cpis) <0, S4(T15) <0y Ss5(Tha5) <
(1/V)[00Cro — OCki] 2( E/u) <0, 3(Cpi1s) <0, Sa(T115) <0y Ss(T125)
0 (Apéndice B).
(1/V)[-0Cp; + V,rp]
f= (37 5.3 Métrica de la  representacion

(1/(CpVDIPCp(Qo1 Tor — QT 11)
—hA(T11 — T12) — AH,V,14]

(1/CpVNPCppQo3(Toz — T12)
+hA(Ty1 — T12)]

S=[ 81w S:) Sk Saw) Ssw) | (38)

Q= QW Q@ QW Quw Qs |
(39)

,,,,,,,,,,

muestra en la Tabla 3, se determina que algunos
estados del sistema cumplieron con la condicién (ec.
14) para f (ec. 37). Con respecto a la funcién que
estan modelando, (f; para Cyy, f>» para Cg, f3 para
Cpy, fa para Ty y fs para T12) con excepcion del
estado C4; que lo cumpli6 tnicamente en f;4. Por lo
tanto, el pardmetro C,4; es mas sensible ante cambios
especificamente en fj.

Para las entradas exdgenas (Caos y To15) Y sefiales
de control (Qnzs ¥ Qoss) se cumplié con la condicién

WWW.rmiq.org

linealizada del reactor quimico en un
estado estacionario

Para este sistema se designan los vectores de estado del
sistema, sefiales exdgeneas y sefales de control como:

Cfs qs ]
Wg = o Ug =
[ Tfs :| |: qcs
Considerando las ecs. (30) y (31) se obtiene un
vector f para las matrices S y Q.

(1/V)[g(Cy — C) — VkgeE/RDC]

P21 1pC,VIoC,a(Ty ~ ) + (-AH) Ve EIRTC

+0cCpeqc(1 — eih/prcmq{)(TCf -1

(40)
S=| S S:w) | (41)
Q= 4w QW | (42)
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Tabla 4. Métrica de la representacion linealizada del reactor quimico en un estado estacionario.

Funcién Estado estacionario S; Qi 21Q; "SIl
C,=0.1 -9.997 4.070x 10712 2363 x 107" -5%x103 -7.10x107'° 0.017 eNn
i1 T, = 458.54 —0.047 —2363x 107" -1.1307x 107 -1.64x 1077 -139x10°" 38.065 T,
- qs = 100 0.009 -5x 1073 -1.64x 1077  —7.11x107%  5x107 200 qs
Cr=10 1 —7.1x107"%  -1.39x 1073 5%x107%  -7.11x107" 1.817 Cys
C,=0.1 1799.6 0 47.277 0 6.710 x 107 0 0.323 G 1
T, = 458.54 7.422 47.277 0.2261 —5x 107 —4955x 107 6.110x 107 38.065 T,
i=2 g5 =100 -0.885 0 -5x 107 9310107 6.710x 107'° 5%x1073 200 qs
Ges = 103.41 -0.877 6.710x 107 —4.955x 107 6.710x 1071 2261 x 107* 0 3045.8 Ges
Ty, = 350 1 0 6.110x 1074 5% 1073 0 0 139.01 Ty,
Al realizar el andlisis de los cocientes 2|Qf]251,2| lineales que aumenten la region de no-bifurcacion.

como muestra en la Tabla 4, conforme a la condicion

(ec. 14) se determiné que f (ec. 40) para los estados f;

para C; y f>» para T, respectivamente no cumplieron Agradecimientos
con dicha condicién debido en gran medida a la
respuesta oscilatoria de estos estados en lazo abierto
(pudiendose validar con los valores propios de la
matriz caracteristica (ver Apéndice B).

En contraparte, la sefial exégena Cy; cumplio
con la condicién (ec. 14) a excepcion de Ty,
(2|Q2‘ISZ(Tf5)I < 350). Por lo tanto, el pardmetro
Trs es mds sensible ante cambios. Para las sefiales

Los autores agradecen al Programa de Mejoramiento
del Profesorado (PROMEP) por el financiamiento
parcial para esta investigaciéon mediante el proyecto
”Andlisis de Estabilidad de Procesos Quimicos y
Alimentarios con Controladores Optimo-Robustos”
(PROMEP/103.5/12/7959; UNPA-PTC-119).

de control g; y g.s cumplieron con dicha condicién Apéndice A
(ec.  14) debido a 2|Qu27'Si2(gs)l > 100 y
21Q27'Sa(ge)l > 103.41 respectivamente.  Con Definicion de parametros

respecto a la estabilidad del vector f (ec. 40), para

fi conforme a S1(C;) < 0 es estable, mientras que f> Biorreactor de Cholette

conforme a S,(7T;) > 0 es inestable (Apéndice B). c Concentracién de sustrato
q Velocidad de flujo de alimentacién
Vv Volumen

Conclusion c;  Concentracién de alimentacion de sustrato
Ce Concentracién de salida

El criterio de la métrica de la representacién ki Maxima velocidad cinética

linealizada de un sistema no lineal en un estado ky  Pardmetro de inhibicion

estacionario, mostr6 como puede ser afectada la m  Indice de mezclado

linealizacién por medio de los pardmetros de n Indice de mezclado

bifurcaciéon. Al realizar el comparativo con el
disefio de ecuaciones de sensiblidad de parametros,
se observa que el criterio propuesto no incrementa
el nimero de ecuaciones, ademds que representa

Biorreactor tipo tanque agitado continuo con
reaccion enzimatica

cuantitativamente los limites de los pardmetros de C,  Concentracion del reactante
bifurcacién para no afectar a la linealizacién. Este T Temperatura del reactor

criterio propuesto puede ser utilizado en cualquier qe Concentracién del reactante
modelo no lineal que describa el comportamiento en q Velocidad de flujo del proceso
estado estacionario estable o inestable. Su aplicaciéon C;  Concentracién de alimentacion

se encuentra en el andlisis de sistemas no lineales y en T;  Temperatura de alimentacion

la teorfa de control. Por ejemplo, cuando se requiere T.; Temperatura promedio del refrigerante
sintonizar un controlador para un sistema, se puede Vv Volumen del reactor

dar mayor ponderacién al pardmetro de bifurcacién h Coeficiente de transferencia de calor
que puede afectar la dindmica. También como la ko Rapidez de reaccién

posibilidad de construir algoritmos de control no- E/R Energia de activacion
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AH Calor de reaccion
0 Densidad

Pec Densidad

Cp Calor especifico
Cp. Calores especificos

Reactor quimico tipo tanque agitado

A Coeficiente de transferencia de calor entre el
tanque y la chaqueta de enfriamiento

C4s0 Concentracion de reactivo en la entrada del CSTR

Cs1 Concentracion de reactivo en la salida del CSTR

Cro Concentracion de enzima en la entrada del CSTR

Cr1  Concentracion de enzima en la salida del CSTR

Cp; Concentracién de producto en la salida del CSTR

C, Capacidad calorifica

E Energia de activacion

h Coeficiente de transferencia de calor entre el
tanque y la coraza de enfriamiento

ko Constante de reaccion

k., Constante de Michaelis

(0] Rapidez de flujo en la salida del CSTR

Qo1 Rapidez de flujo en la solucién reactiva

QOn> Rapidez de flujo en la solucién enzimatica

Qo3 Rapidez de flujo del agua de enfriamiento

R Constante de los gases

Ty Temperatura de la solucién reactiva

To» Temperatura del agua de enfriamiento

T,1 Temperatura en la salida del CSTR

T, Temperatura en la salida del agua de enfriamiento

V. Volumen de la coraza de enfriamiento

v, Volumen de la reaccion

AH, Calor de reaccién

0 Densidad

Apéndice B

Valores propios de la matriz caracteristica y
condicion de estabilidad

Considerando una ecuacién no lineal (ec.

1), la

cual puede ser presentada linealmente por ec. (5).
Las caracteristicas de estabilidad estan dadas por los
valores propios de la matriz A los cuales son las raices
de la ecuacion caracteristica,

1A -1, =0 (43)

donde i = 1,2,..,n. Es conocido que un sistema es
estable si y solo si la parte real de los valores propios
(1) de la matriz A son no negativos. Sin embargo
el comportamiento dindmico es caracterizado por la

WWW.rmiq.org

parte real de los valores propios (Ruiz-Lépez y col.
(2006)).
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